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“Lagrange, le premier des savants d’Europe,...
Il a dans les traits de la dignité ...

Il aparait un peu gréle et pale ;

sa voix es tres faible, a moins gu’il ne s’échauffe ;

Il a 'accent italien tres marqué, il prononce lesomme deg
(I'éleve Fourier, cité d'apres A. Dahan Dalmédico 1992)

—p.2/45
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1. Start with Archimedes (-287 —-212)

2014
——287
—1

~ ... and the latest
The oldest medal showing Archimedes ...  S&58 i 36 i

) N\_‘ % R

(Paruta, La Sicilia descritta con medaglie, 1612) ( Hairer's re uction
of Martin’s Fields Medal)

“Sed illum (Archimedem) plures laudant quam legant;
admirantur plures guam intelligant”

[more praise him that read him; and more admire him than
understand him]

(A. Taquet, Antwerpen 1672; from Ver Eecke, 1923)
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(Opera omnia, printed 1615 (Paris, ed. David Rivault, BGB¥%)

IPPOT. <. PROP. VI
QE0 ¢ . THEOR. VL

y, 1 las # /8 Commenfurabiles magnitudi-
Td' WWE(’;GL LA, Tppons nes ex diftantijs reciprocis ean-

orm om0 f*‘“"‘ém”‘ av """“ET”'S‘;;”""r ® dem rationem habentibus quam
uw@ N}g_or Exos"mv 045 [Bapiaiv. pondera, zquiponderant.
(Opera omnia, printed 1615 (Paris, ed. David Rivault, BGER¥H



Archimedes’ original proof:

forw ovpperpe peyédew va A, B, dv xévepe e A, B,
ael paxos EFoto T th Ed, xel Forw, de o A Toti
w0 B, otrewg o A péxos morl vo I'E pixog dex-
réow, Ore tob & dugordpwmy Tdv A4, B evyxeiutvov
ueyetteos xévrpov éari vol fJdoeog to I

Exel yap fotiv, dg to A mori v B, otreg o AT
moti 0 I'E, 0 d¢ A vg B odpusrpov, xai vo I'd
&pe v I'E ovuperpov, tovreorwy svdele td ebdeln
dare vy EI, I'd éore xowdyr uéfrpov. foro O1 1o
N, nel xelodo vé piv ED ise éxavépn viv JH, 4K,
¢ 0k AI@ loe ¢ EA. xel éxel loe ¢ 4H v& T'E, loa
xct & A t& EH® Gote xci ¢ AE ioe & EH, di-
mieole Epe ¢ wiv AH vég AT, & 08 HK vag I'E*
@ore 0 N xol éxevépay tév AH, HK perpel, fxei-
drjweo xol vd fuidse edrdv. xel xel forew, dg T0 A
xorl o B, oltrwg & AT =morl I'E, bg &t & AT morl
I'E, ottog & AH =morl HK' dixlagle yip fxerépe
Exeripag xal og Epe to A morl td B, ofitmg & AH
xmorl HK. doaxieoiov 8 doriv & AH tég N, tosev-
rewlaalor foto xel th A vod Z° fonwv Hpw, dg &
AH morl N, otrag 10 4 mori Z. fore db xal, bo &
KH =motl AH, ofirwg o B mori 4 & loov épe
eoriy, @c & KH morl N, ofireog o B motl Z+ lodwug
fpe moliexleciov éotly & KH rtig N xul vv B rtod
Z. édelyty O0F ot Z xal t0 A moliamidoiov Edv-
wore 10 Z tdv A4, B xowdr fore perpov. dumipedral-
deg ovv tic piv AH &g tés wa N loeg, voiv dF A

glg ¢ 1o Z lox, vé dv vd AH tuducre ldopsyiden
@ N lo« foceirer v midfe vols év w6 A tucud-
tedowy idotg foloww vg Z. Gove, dv fp’ Exedrov Tdw
tucpdroy vy fv @ AH Emvelf peyefrog loov 16 Z
td xévrgor Tov fdpeog Fyov éxl pdeov tod ruduetog,
T TE wevie peyéfew low dvel vH A, el tov dx mév-
TV ovpxetpivov xévrgov Eodelrar tod fdpeog th E°
Ggrid Te pap fori ve xdvie T mwhifiter, xal e fyp’
exerepe ot E low vd xidfPe die to loay eluev zav
AE @ HE. bpolog &t daphjosrear, Ore xbv, & xa
ép’ Exagror tdv fv t@ KH rucpdrov fmred] péye-
fog foov v Z xévrpov tol fdpeog EFyov &l roi pé-
dov Tol TRENGTOS, TH TE mivTe peyédten low Eoasita
@ B, xal rod éx mdvrov eupxetpivov xévrpor tod
Bidpsog fdosirar To A fodeiren ovv Th plv A Zm-
xelpevor xoare to E, to 88 B xare 1o A Zocelire
dyy peyéfren low alldlowg &x’ edbeles xelusve, ov o
xévrpe rol fdpeog lde dx’ dliclov diforaxey, [ovy-
xelpeve] égree v mlffec dflov odw, OGri tod Ex
XEVTOY Guyrauivoy peyédreog xfvepov forl rod -
peog @& deyoropln titg evdelas Tig fyovong T xévrpe
tioy pédov ueyedtiov. fxel & loo évrl & piv AR
@ I'd, & d¢ EI v JK, xal 8ie dpe ¢ AT low td
I'K* @ore ol & mavrov uepédeoc xévroovr tobd fd-
peog o I' gwuelov. rod uiv Epe A xepfvov xete T
E, rot 0t B xerd v A, looppoansoivee xari 7o I
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P. Varignon (work started 1687 publ post
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STATIQUE.
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DONT LE PROJET FUT DONNE
EN M. DCOLEXXXVIL

Oavrage Hﬂhmr& M. "i.-'AE.IGHﬂH, es Acadimics
Royales der Scancer de France s d Angleterre & de Preaffe

* Letleur dw Roy en Philafphic an College Reyal , & Pro-
%#_W'ﬂ College Mazaran..
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Varignon 1725, plate 39 Varignon 1725, plate 59
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Varignon 1725, plate 36 Varignon 1725, plate 13
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Tomie 2 page 434
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Varignon 1725, plate 61 Varignon 1725, plate 64



Joh. Bernoulli's letter (Febr. 26, 1715300 years!)

ou guld
[No.173. J.3ernoulll an P.Varignon; Basel, 26 .Fsbruar 1715.] ¥ £ '
[Kopie Stockholm ) : ou I’F'
B8le ce 26 fevr.1715 le pof
Monsieur, - tendar
Qutre la lettre que M.Christ me remit de votre part avec la
; exacgte
connoissance deas tems de 1715, dont vous l'aviez chargé pour
moy; J'ay encors regu votre derniere du 22 [janvier] de cette p du sy
. : C
annde-ci, que vous me souhaitez heursuse en repetant le voeu, L\'\\ ment 2
Y o
Que vous m'aviez dejd fait dans la lettre gue Mr. Christ me r¢ NP 2o 1

“Votre projet ... fourmille d’'un grand
nombre d’exemples, dont quelques uns ...
... paroissent assez compliques;
p mais je vous deffie de m’en proposer
... un a votre choix, que je ne resolve sur le char
! et comme en jouant par ma dite regle ...”




ldea: perform small displacement by “vitesse virtuelleddt):

IT. Tl slagit de sgavoir la raison des deux poids A et B at-
tachés aux extremités de la corde
APB qui passe par la poulie P et

dont la partie PB est parallele au

plan incliné IM sur lequel le poid

B est appuyé et cependant en equi-

libre avec l'autre poids A gul pen

librement . Concevonas qgue A monte e

dono selon mon principe, que A X Aa = 3 x BC
(Joh. Bernuolli’s letter, page 6; courtesy M. Mattmueleasel)




Starting point for Lagrange’s Mécanique analytique

MECANIQUE MECANIQUE,
ANALYTIQUE, ANALYTIQUE,

Par J. L. L46RANGE, de FIm‘trmt des Scmnm E“:Eﬁ Pur J. I. LagRANCE, de I Institut des Sciences, Tettres

et Aris, du Bureau des Longitudes ; Grand - Officier de la
Légion - d’Honneur , ete., , ele., ele.

et Arts, du Bureau des ngal;ldes M
Conservateur, Gmnd—qt}&?er de‘ la Igg;
et Comte de Z’E@mm

ek et

*T AUGMENTEE PAR L’AUTEUR.

(First ed. 1788) (Second ed. 1811) (Second ed. vol ll, 1815)

First Part. Statics.
Second Part. Dynamcs.

“Parmi tant de chefs-d’ceuvre que I'on doit a son génidyiéaaniqueest sans
contredit le plus grand, le plus remarquable et le plus ingmbt (Delambre 1813).




Bernoulli’s “regle” in Lagrange 1788: (except the pictures!!)

Archimedes:P-a =@ -b

o — ? Q o

P 0 P Q'Q" R
_ _— —dpL === sg;":::o:d-:‘;zozizi—dr
dpt'&“égz‘b‘ :::%dq R O o
/ _
Bernoulli: =P -dp = @ - dq Pdp + Q'dg =0
. andQ"dqg + Rdr = 0;
= Pdp + Qdq = 0. = Pdp + Qdq + Rdr =0

etc.= aAlly machine:“general formula for equilibruim”:

Pdp+ Qdq+ Rdr 4 ... =0




General theorem of equilibria:

Pdp 4+ Qdg+ Rdr + &c =0
formule générale de I'équilibre d’un

Bernoulli’'s rule as published by Lagrange 1788

PRQP@SITION GENERALE.
- Tueoreme XL.

w Entout équilibre de forces guelcmgm.a, en gm{gm manier,

»quelles foient applignées , & [uivant quelques direitions
nas'elles agiffent les umes [ur les antres, onw médiatement,m

)
Mwmedmtemmt la ﬁamme des E nergies aﬁrmatw@; ens
= égale 2 4la fomme d:.s Energies nigasives prs

'%'

Y Tk

= oy ,ugmm“"'"“.‘i? e HEE mm,,s

Bernoulll sreglweas publlshed by Varignon 1725 )
bien entendu je forme cette preposition generale en disant gqu'e

tout equilibye des forces quslconques en guelque maniere,qu'elle

soyent appliquées et suilvant guelques directions, gu'elles

agissent les unes sur les autres ou medigtement ou immediatement
la somme des energles affirmatives sera egale 3 la somme des

%
energies negatives prises affirmativement;Qette proposition fou
Joh. Bernoulli’s original text




First example treated by Lagrange (in sect. V):

ou gui
ou PF:
le poi
tendar

exagte

du gys
P C
e G ment 3

g
"oy -

AHH

o e

... In Bernoulli

same problem in Varignon (Plate 36)

(I,m,n)

ComputePdp + QQdq + Rdr:

p=v/(z—a)>+(y—b)>+(2—c)?, = dp=1-((z—a)dz+(y—b)dy+(z—c)dz),
Xdr+Ydy+ Zdz =10 X = pra +Q +Rf”7—l

dx, dy, dz Indep. | Y:py_b QMJFRM
X=0,Y=0, Z2=0. 7 = P =< +th+Rz




Constrained position : (to surfacel = 0) =
Xdr +Ydy+ Zdz=0 (a)

(a,b,C)W(f,g,h) dx, dy, dz notindep. because
Nde

! Ged + Gedy + 52dz=0.  (b)
L—=0 !" (a)+(b) Is linear system,

| t R = Intermezzo......

\



Intermezzo: Misc. Taurinensia, vol. |, (1759):

Lagrange’s opus 1.
MISCELLANEA

PHILOSOPHICO -~ MATHEMATICA
SOCIETATIS PRIVATAE

TAURINENSIS

RECHERCHES

SUR .LA METHODE
DE MAXIMIS, ET MINIMIS
PAR M. LOUIS DE LA GRANGE.

L LES Géométres favent depuis long-tems, que lorf-

que la premiére différentielle d’une wvariable

que]conque difparoit fans que la feconde dif-
paroifie en méme tems, elle devient toujours un maximum,

ou un minimum; & en arncuher elle et un maximum,

ﬁ fa dlﬁél‘e " e
i cette différenti

ve, &.‘ un minimum,

ABD
(“Gaussian” elimination at matriY BC E |)

DEF



Lagrange’s opus 3: La Nature et la Propagation du Son:

34
T 2 7 37
71 1 1 s + L1 ﬁn. — I f‘n "'—‘—‘
y* fin, — <=8 — = " . — o G, e
T fﬂ. Tk —_— — S!
¥ m. (m I ) —
2% 1 4% s .6_1
y* fin, e <+ ¥y ﬁn. + U 1, = - &c. ==
9™ — 1 Ans (m—l) it § T

y {in. ——""l'.}’" ﬁn____l_‘ynlﬁn

27

y*=* fin, 3 (m—1) ;;z =-S“‘
&e.

0 | e R S e
¥ ﬁn.(m-—-t)‘iﬁ' S
dont le nombre feram — 1.

Il faudroit a préfent, felon les égles or :
tuer les valeurs des inconnues y*, yﬂ, _ym &e.

(Linear system for
discrete trigonometric interpolation

= |“Il faudroit & présent, selon
.|| les regles ordinaires, substituer ...”

‘... tomberait dans des calculs

| impraticables ...”

. Il est donc nécessaire

. |de suivre une autre route ...

24. Je multiplie d’abord chacune de ces équations par

un des coéficiens indéterminés D*,

D», D, D" &,

en {uppofant que le premler D:? foxt — 3 o enfmmjele.s

ajoute toutes enfemble, j a1

L A



Retour: Constrained position : (to surfacel. = 0) =

(a’b’C)W(f’g’h) Xdx + Ydy + Zdz =0 (a)
) o Iy + Pdy+ dz=0. (b)

/
’-, Je multiplie d’abord
=01 ajoute toutes enfemble
; (“ll n’est pas difficile de prouver par la théorie
\ R
\ del’élimination des équations linéaires...”)
\ ‘ ) (Lagrange 1788)
m.n
0 0L oL oL
— () for all dzv anddy (indep.) = U (determ.))
OL OL OL
X+ )2>—=0, Y4+A—=0 and Z+X\— =0.
ox oy 0z

Is the same as applying virtual vel. argumemihout constto
Xdx +Ydy+ Zdz+ AdL =0 .




Additional constraints M =0, N =0 etc.... :

add additional terms dM, v dN etc... (same linear algebra)
—

“équation generale” for ALL problems of equilibria:
Pdp 4+ Qdg+ Rdr + ...+ AdL + udM 4+ vdN + ... =0

Pdp—l— ng—%—Rdf—}-&C-—l-t?de --{-Ma’M—-I-— vd.N-l-&(:::O,

Lagrange 1788 (Section IVJMethode tres-simple”
Lagrange 1811 (Section IV)Meéthode des Multiplicateurs”:

§ I
Méthode des M ultiplicateurs.

Lagrange 1811, Heading of 81, sect. IV.



Example: The Catenary.

“une chainette suspendue
se place presqued unguem
au-dessus d’'une parabole”

(G. Galilel, Discorsi1638)

%:—____.__—‘_—

“dans ma jeunesse, n'ayant que 15 ansg
javois demontré au P. Mersenne,
gue ce n’estoit pas une Parabolée’

(Huygens| etter to Leibniz 1690)




Solution by Lagrange:

\
\
\
g\
\

N (T1,91) (IO — I1)2 iR (yO - y1)2 — (* =

i (71 = 39)” + (Y1 —y2)? — £7 =

14 \(:C2’y2> (xZ _ IB)Z e (y2 _ y3)2 _ 62 _
e (@)

Pdp—- ng-’}*-ﬁa’r-i--&c—l—?x‘dl. tpud M ~+4-vd N+ &c=0,

dy1—|—dy2—|—...—|—)\0'd(($0—5L’1)2—|—(yg—y1)2—€2)—|—)\1°d(...)—|—... = ()

diff. and collect coefficients adzs, dys, ...
Y2—Ys __ Y1—Y2 L const.

)\2(552 — Ig) — )\1(551 — ZE'Q) To—I3 T1—To
— .
Xo(yo — y3) = M(y1 —10) — 1 slope lin.f. of arc length

" .. les formules connues de la chainett




2. Optimization

Dynamics | Statics
Archimedes

d’Alembert j{

—
Q
Q
-
Q
-]
Q
qv
=
\l
i

t -
XIX"Hamilton

Opt.Contro
Pontryagin, Hestengs

D G Gb G Gb G G Gb Gb Gb b ab - G

X X th




Variational Problems:

Joh. Bernoulli 1696: Jak. Bernoulli 1697:
“Problema novum’ “Propositione reciproca’:
(Brachystochrone) (Isoperimetric problem)
A X
dx
ds dy
M
y B
Given pointsA, B

find curveAM B Given pointsB andC
such that/ gliding given functiong(y) : aN — MN

‘quam gravitate”, arnves iNfing curve BaC of given lengthZ,
brevissimo tempore” abi. | \ith areaBM ETN B maximal.




Euler's Methodus inveniendi lineas curvagL744):

- METHODUS
INVENIENDI M
LINEAS CURVAS
Maximi Minimive proprietate gaudentes,
3 IV E

SOLUTIO
PROBLEMATIS 1SOPERIMETRICI
LATISSIMO SENSU ACCERTL

AUCTORE

LEONHARDO EULERO,
Profeffore Regio, €5 Academis Imperialis Sctentia-
vum PETROPOLITANAE Socso.

oy

NEV A,

Tt S

LAUSANNAE & GE
Apud MARCUM-MICHAELEM Bous QUET & Socios.

e

MDCCXLIVW



Euler's Methodus inveniendi lineas curvagL744):

’ d

J= [ Z(z,y,p)dr =min! vel max! wherep = i
. dx
_ , | Z
Euler’'s Solution. Frg 4. o0y o SR
. L e

1. Approximate curve = 2%

by polygon a/ '

A HIRTMNOPOES & B

2. Approx. Integral

by -Sum | ~ s ! Z// 177
(“Riemann”)zdx+ Z'dx + Z'dx 4 77 dx + &c.
and diff. w.r. tov; )

3. Set derivative  { P == N’dx_ P’ ) to zero:
dP (N =9

4. inversekEuler metho N— —— =—= y”
= dx O pP=%)




A first integration: (MethodusEG5 Cap. Il, Art. 30, Schol. I):
If “in functione Z omnino non insite..” = Z(y, p):
Mult. N dx — dP = 0 by p and subtr. fromiZ = N dy + P dp:

dZ — (Pdp+pdP)=0=|Z —p- P = Const.

Exemplum: “Mobile per quam gravitate” fromd to M (v = /y):

] X X
A\
M

P \m

Drawing by Euler

Leasttime: (Cap. Il Art. 35) Leastaction: (Additamentum 1)
f@ — f V;fpz dx = min! f“ds — f\/?\/l + p? dx = min!
U y
=z —a=2/c(y—c)

= dr = , /- - dy | |
LoV | “Manifestum ... aequationem
“curva satisfaciens Cycldis esse pro Parabala




3. Dynamics

Constrain.Optim

Dynamics | Statics  § Optimization
Archimedes !
{ [Pappup
________________________________ S T S
xvilth [Kepler 1603 I
Galilei 16347 1 v { [Fermat 1629
= | |
...... Newton 1681 {¥arign d__|Joh.Jac.Bern. 1696
Xvii . l
| [d*Alembert |
Lagrange 176p—1— AV *;' Euler 1747
) A |
|
|

t -
XIX"Hamilton

Opt.Contro
Pontryagin, Hestengs

D G Gb G Gb G G Gb Gb Gb b ab - G G

X X th




Lagrange 1760, opus 6 and 7(Misc. Taurinensia, vol. I1.)

MELANGES

PHILOSOPHIE ET DE MATHEMATIQUE
D E L A

SOCIETE ROYALE
D-E>-TFT U RIN

PouR LES ANNEES

1760—1761.

g L' IMPRIMERIE ROYALE
 AveEc PERMISSION

Starts right away wit

s
EaS.S A
> UNE NOUVELLE METHODE
poUR  DETERMINER  LES MAXIMA , €T LES MINIMA
DES FORMULES INTEGRALES INDEFINIES.

._ffg.g- M. DE LA GRANGE.

Pom peu quon foit au fait des Principes du Calcul

difiérentiel , on connoit la méthode de déterminer
les plus grandes, & les moindres ordonnées des
courbes ; mkcf:&.dn-que&ions de maximis , & minimis
d'un. genre plus élévé, & qui, quoique dépendantes de la
ime. méthode ne s'y appliquent pas fi aifément. Ce font
welles, ob il s"agit de trouver les courbes mémes, dans
lefquelles une expreflion intégrale donnée foit un maximum,
©u Un mirimum par rappoct a toutes 'les autres courbes.

Le premier Probléme de ce genre, que les Géometres
aient refolu, eft celui de la Brachryflockrone , ou ligne de
la ‘ﬂm vite defcente, que M. Jean Bernoulli propofa vers
la*fin du fiécle paffé. On v’y parvint alors que par des voics

ticuliéres ,  8zice.ne fur. que quelque tems aprés , &
al oecaﬁoh “des -recherches }ur les Ijopérimétres y que le

nd Géométre  dont nous venons de parler, & fon Illu-

e frere M. Jacque Bernoulli donnerent quelques  régles
générales. pour réfoudre . plufieurs autres queftions de méme
nature. Mais ces régles ' aiant pas afies d'éendue, le cé-
%“M*’ Euler 2 enteeprit de.réduice toutes les recherches
sgenre 2 une méthode générale , dans I ouvrage

hodus inveniend: linkas: curvas, maximi » mingmive
udentes : five folutio };'robfemis r}’ap:rgnwzﬂgi-é:[ﬁﬂ"‘
+ . inal , & qui bri tout d'une
- e '- &;1 ? Pﬁ*_ﬂ: pro-

| -

lgﬁ_ :
Appkmuon.afe la Méthode précédente & la Jolution
dzﬁrens Problémes de Dynamique.

PAR M. DE LA GRANGE.

M Euler dans une Addition i fon excellent Ouvrage
o qui a pour titre Methodus maximorum &c. a dé-
montré ce Principe que, dans les trajefloires que des corps
décrivent par des forces centrales, I'intégrale de la viteffe
multpliée par I' élément de la courbe fait toujours un ma-
ximum , OU Un minimum . st

Je me propofe ici de généralifer ce méme ipe, &
d’ en faire voir I' ufage pour réfoudre avec facilité toutes
les queftions de Dynamiques. 2

PRINCIPE G ﬁl@‘i-kﬂm

Soient tant de corps quon voudra M, M’', M" Ge.
qui agiffent les uns fur les autres d’une maniére quelcon-
que, & qui foient, de plus, fi Pon veur, animés par des
forces centrales proportionelles A des fonétions quelconques
des diftances ; que s, s, s &c. dénotent les efpaces par-
courus par ces corps dans le tems ¢, & que u, ¥, &’ &e.
foient leurs vitefles 4 la fin de ce tems; la formule Mfuds
+ M[dds s M"fi/'ds" + &e. fera tojours
W~ | 3

mum , ou i S e S
3 N mimmum, e N 2

Mo Tk
0 TGS
=

==

L b: ol Sees

‘,-':‘.Er_ - Pes II"‘
PRoBLEME 1. Trouver le mouvement d’un corps M qr.

tiré vers tant de centres fixes quion voudra par des forces

B 1 L) R % 1 - de: i .
diftagces. % expgmées B e fanﬁ_hons quelconqm;d“-

hPrincipe Généralfor severalbodies

Mfuds+M’fu’ds’+M”fu”ds”+... — maxmin!

“et d’en faire voir 'usage pour résoudre avec facilité esites
guestions de Dynamique.”



Lagrange 1788: Use d’Alembert’s Principle (Paris 1743):

tres. Dé’campcﬁs lés Monvemens -a,- by & 8e, g'mpﬁmé} a4 Si pluf' eurs corps tendent i fe mouvoir avec des vitefles
fbﬁqﬂf Cﬂ_rpj ; fﬁﬂfﬂﬂ en dfux autres a4 d- b g Cj:’: &Cﬁ & des dlre&lons, qll ils fment fOI'CCS de changer A caufe
qui [oient tels que fi Pon wells Imprimf aux Corps que les de leur attion mutuelle , on peut regarder ces mouve;n;elns
Mouvemens a, b, c &c. ils euffent Pﬁ mnféwar ces Moy- SOmme C’ampefés de ceux ‘que les corps prendront reelle-

ment, & d’autres mouvemens qu1 font déeruits ; 'dou il {uit
on ne !
'ﬂm‘ .ﬁm Je nuire ré'ctp roquement 3 @ que Ji f o que ces - dermers dowent étfb tels que les’ col‘Ps animés

MMWM w6, %, 8. le fyftéme fus i A
epos; il eft clair quea, b, c feront lﬁr -&*PnﬁetwqueM & Alipibete: usdextaby e 4om
d’Alembert Lagrange
P
a’ N
>Qq )(Z <
a a
audt d t2
Q reverse all arrows
In equnlbrlum In equmbrlum

“Le Traité de Dynamiquee M. d’Alembert, ... parut en 1743, ... Cette
methode réduit toutes les loix du mouvement des corps ssabdiéeur
équilibre, & ramene ainsi la Dynamique a la Statiq(ledigrange 1788,
Seconde Partie, p. 179)




Way to general formula for all problems of dynamics:

“Dans la premiere partie de cet Ouvrage,
nous avons reduit toute la Statique a une seule formule glenér

Pdp 4+ Qdg~+ Rdr + &c=o.
formule générale de I'équilibre d’un

Bernoulli’'s regle as written by Lagrange 1788, part |

4

“On pourra donc aussi reduwe a une formule generale to@aﬂmmlque

.S(dl & x x

=0
dar ?

d*y
dt‘
General equatlon for dynamlcs Lagrange 1788 part Il



So-called “Newton’s Equations”(Lagrange 1788, Section lll):
Suppose that, as above,
Pop+ Qoq+ Ror + ... = Xox + Yoy + Zoz

=t c:rﬂe), cette formule devient

n.':‘

-{-S(d}{ +Z)m¢r:;=n;

%—!—-I’)m&y

Ec de-la on tire fur le champ ces trois équations générales,

S(d#‘ "I"'X)HI::{},

S| # -I-Y)m—n,

i *5(1:1 -}--Z)mmu, |



Where are the so-called “Lagrangian Equations” ?

q= (qi,...,99)" generalized coordinates
T =1T(q,q) (cinet. energy, ofteRq’ M(q)q)
U=U(q) ( potential energy)
L=T-U Lagrangian
tzl Ldt = min! so-called Hamilton Principle
d ((‘)L) _ob Lagrangian egs
dt\9q/ Oq Jrang as:
S T &V
= e=d. 7at - 0t TE
*oT oT oV
Tamil Ty - 9d Somewhere hidden in
) ﬁ; i ..% b 3“1 in long coordinate transformations
&c Lagrange 1788, Seconde partie,
3 Sect. IV, Art. 9 (p. 226).
vofant

(Art. 10 in Lagrange 1811).




4. Constrained Optimization

Dynamics | Statics  § Optimization
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Constrained Variat. Problems: (with “proprietate praeditas”)

b b
J:/ Z(x,y,p)dxr = minmax! with / L(x,y,p)dx = 0.

Euler'sMethodusChap. V.entirely new theory (16 pages),
changing values af two-by-twoto respect the constaint:

DE METHODO MAREP 2N A3 M1y, ]

= : p ; £ J’ Z'/
C ATy oy Z{?’-Jb - 2l Lt
Mstbodm > ter omnes curvas eadem  proprietais [ 17, =15
praditas , inveniends cam, que maximi. minimive rd R (2
proprietate gandeat. a - |
[
DeriNiTIO I 1 . |
e ' : is , feu exprel- | | I | : 1
. Roprietis communis eft Formula integralis , |
: P ﬁﬂP indefinita, quz in omnes curvas €X quibus quli- , ; e Losd ! i .
tam determinari oportet , @qualiter comperit. A ],T. K LMNO P Q R s )y

Begin of Euler’s “Caput V” Drawing in Euler’s CaputV



Constrained Variat. Problems: (with “proprietate preeditas”)
b b
J :/ Z(x,y,p)dxr = minmax! with / L(x,y,p)dx = 0.

| § I1L
Lagrange 1811:

“Analogie des problémes de ce genre avec ceux de maximis et minimis,
Heading of 83 in Section IV of Lagrange (1811)

Lagrange 1788Sect. V):Solve without constraints

b
J = / Z(z,y,p) + AL(z,y,p)| dz = minmax.
Many examples. Here (Euler, 841665, Caput V):



Solution of Jakob’s Challenge by Lagrange multipliers:

a
(Drawing forg(y) = y?

Integral calculated numerically)

E 1
/o (9(y) + )\(\/1 + p? — L)) de = max!

Euler’s diff. equation| Z — p - = Const| becomes:

—C+)\L.

9(y) \V/ 1+p?

separatlon of varlables

/ \/)\2 e dy =x +c.
""""f (X—-'r- ¢)dx
Bernoulli 1718: ) Y/ (an "'""(X"*'C) 2)

Only for g(y) = y the integral has an analytic solution (Euler ir
841 of E6S5, Caput V:"guae est aequatio generalis pro Circylo”



5. Optimal Control

Dynamics | Statics
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Optimal Control Problems. Search control(z) with

b (1) G (3)
/k(x,y,U) dz = mimax. d—y = f(z,y,u), | yla)=A,y(b)=D.
a X
optimize! diff.equation Bound.cond
with controlu

... and many variants.
Solving the Optimal Control Problem a la Euler :

o
13

us

|
Y2 s
Y1 xit,)

5 5 5 5 5 Pontryagin, Gamkrelidze, Boltyanski 1952
of of Drawing by V.G.BoltyanskiiHow It Came To B€1994
w4:5-a—u'V3, w5:<1+53—y)'w47--- (copied from M.PlailDie Entwicklung .,.p. 249)



Solving Optimal Control with Lagrange multipliers :

dx

ldea: multiply point wise condition’ = f(z,y, u) with a

Lagrange multiplier functior(x);
=- unconstr. opt. prob. witly (x, ¢, y, p, v); apply Euler:

b
/ {k(x,y,u) + [p' — fF(z,y,u)] - (x)} doz = minmax!
2 =0

/b . dy
k(z,y,u)dr = mimax.| — = f(z,y,u), | y(a)=A,y(b)=B.

ol y,(ZE) — f(xayau)
S~ =0 l(x)=%(x u)—ﬁT(x u) - £(x)
oy dx Op . Oy y Y, Oy y Y,
T
e =0 0 =2(a,yu) — 2L (2, y,u) ()

DAE system ...



Little Example : A body gliding in R? should receive
new direction with controlu, (t), us(t)),0 <t < T

i .. : 2 (the speaker’s handwriting
uSing minimal energy w—« Z['f X 5{4{‘ assisting a seminar talk
o by M. Chyba, Geneva 2006)

nn=ys =0
Y2=1ys L2=0 uy — 3 =10
ys=u1 l3=—l; us— Ly =0
Ys = U 542—52

ul,u2)

= (1,05 = const /3,04 = uy, us = linear, y3, y4, = quadratic

the solution curves are thus, not surprisingiybic splines.
Example: T = 2, 4, 8 with £ = 2, 0.25, 0.21875.



Transform to a Hamiltonian System :

=0 - Y(@) = [z, y,u)
T
o o =0 0 (2) =Gz yu) = 5 (2 y,u) - ()
T
5 =0 0 =%(zy,u) -8 (2,yu) - ()
Idea:define functiond (z,y, ¢, u) by |H =k —>_. fi-{
=0 y'(z) = =%
Eogi=o] o @ =4
o o =3

First two sets of equationsdHamiltonian system

The last condition means that...



Pontryagin maximum principle:

H=k=),fi-l
__0H
?/(17)——%
¢(z) = 2
_ 0H
0 =%

The controhs maximizesH along the trajectory.

Priority disputes between Pontryagin and Boltyanskiii{Rla



Pontryagin maximum principle:

H=k=),fi-l
__0H
?/(17)——%
¢(z) = 2
_ 0H
0 =%

The controhs maximizesH along the trajectory.

Priority disputes between Pontryagin and Boltyanskiii{Rla
Surprise: same Hamiltonian already Darathéodory (1926)

H(t x, ;) = —M(¢, %5 @j,xh,)—l—?y,-cp,;, X, =H,, y=—4H

x5




Pontryagin (1908 — 1988)

Xie xie. FEvyapiotw. Cuacubo.
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